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Feuille de TD n°2

Exercice 1. On note Z(f) = [* f(t)dt et To(f) = 31 wif (t:).

1. On choisit w; = ff L;(t)dt, avec L; est le i-eme polyndéme de Lagrange associé aux points
oty tn.

Montrer que Z(p) = Zo(p), Vp € P,,.
2. Réciproquement, on suppose que Z(p) = Zg(p), Vp € P,, montrer que w; = f; L;(t)dt.

3. Sion note {po,p1,...,pn} la base canonique de P,,, montrer que

I(p) =Zo(p), YpeP, << I(p)=Zolp:), i=0,1,...,n.

Exercice 2. Soit 0 < a < 1 un nombre réel donné, soit t| = —a, to = 0 et t3 = « et soit w1, ws, w3,
trois nombres réels. Nous considérons la formule de quadrature définie par

3
To(g) = Y wjglty),
j=1

ol g est une fonction continue sur [—1,1].

1. Trouver wi, wy, et w3 en function de o de sorte que Zg soit exacte sur les polynémes de
degré 2.

2. Montrer qu’avec de tels poids, Z est exacte sur les polynémes de degré 3.

3. Existe-t-il o tel que la formule Zg soit exacte sur les polynémes de degré 57 Si oui, caculer
ce a.

Exercice 3. On souhaite obtenir une approximation de In(2) a I'aide de la formule suivante

In(2) = /jcit.

1. a. Ecrire I'approximation obtenue par la formule de trapéze simple.
b. Pourquoi la valeur numérique obtenue a la question précédente est-elle supérieure a In(2)?

c. Comparer le résultat obtenu a la premiére question avec celui obtenu par la formule de
simpson.

2. Montrer que la méthode de trapéze composée conduit a une approximation :

g
+ Z M7

1<k<n—1

In2~ A(n) =

3Ie

ol « et [ sont deux constantes a déterminées.



3. Montrer que I'erreur associée a la formule de trapéze composite est donnée par

avec M = max |fP(z)].

<
~ 12n2 z€[1,2]

/1 F()dt — A(n)

4. Quelle valeur de n faudrait-il choisir pour obtenir une approximation de In(2) avec 5 décimales
précises 7.

Exercice 4. On considére la formule de quadrature sur l'intervalle [—1, 1] suivante

Io(f) = aof(zo) + aof(—z0) + a1 f(1) + a1 f(—1).

1. Déterminer ag,a; et xg pour que la formule soit exacte sur les polyndmes de degré 5.

2. Appliquer ce résultat a la fonction f(x) = ﬁ Quelle approximation de 7 obtient-on ?

Exercice 5. Soit f une fonction de classe C'([—1,1]) et p le polyndme d'interpolation d'Hermite de
f vérifiant :
p(=1) = f(=1), p'(=1) = f'(=1), p(1) = f(1) et p'(1) = f'(1).
1. Ecrire le polyndme p.

2. En déduire la formule de quadrature des trapézes-Hermite suivante :
! 1
[ fode= -0+ £+ 5 (£-D - 1),
-1

3. Connaissant la formule sur [—1, 1], en déduire la formule de quadrature des trapézes-Hermite
sur I'intervalle [a, b].

Exercice 6. Soient les formules de quadrature
1
| 10t = a1f(©) + axf() + 0.0 + baf (1), W
0

b
/ f@)dt ~ a[f(a) + f(0)] + B[ (a) = f'(D)]. (2)

1. Déterminer les coefficients a1, az, by et ba pour que la formule de quadrature (1) soit exacte
pour les polyndmes de degré le plus élevé possible. Quelle est alors son degré de précision ?

2. Par un changement de variable, écrire (1) pour un intervalle [a, b] quelconque.
3. Sachant que la formule (1) a été obtenue en intégrant sur [0, 1] la relation :
F® (ay)

10 = p(e) + 5 2 (- 1),

ol ay €]0,1[, donner alors I'expression de I'erreur dans la formule (1).

4. Retrouver le résultat de la question 2 en déterminant les coefficients « et 3 pour que la formule
de quadrature (2) soit exacte pour les polynémes de degré le plus élevé possible.

5. En déduire la formule composite associée a (2).



Solution 1. Z(f) = [* f(t)dt et To(f) = 31 wif (t:).
1. Soit p € Py, on a p(t) = >0, p(t;)Li(t), alors

b n b
T(p) = / p(t)dt =" p(t:) / Li(t)dt
a i=0 a

=Y wip(ts) = Zo(p)-
i=0

2. I(p) =1g(p), Vp € P, = I(L;) =Zg(L;), ¥j=0,1,...,n.

b n
Or, Z(L;) = [, L;j(t)dt et Io(L;) = 321 g wiL;(ti) = wy,
d’ou le résultat.

Réciproquement, on suppose que Z(p;) = Zo(p;), i =0,1,...,n.
Soit p € P, alors p(t) = D1, cipi(t). Ainsi,

b n b
I(p) = / p(t)dt = ai/ pi(t)dt
a =0 e
= aiZp) = aiZq(p)
i=0 1=0

= IQ(Z aipi) = Zg(p).
i=0

Solution 2.
1. D'apres I'exercice 1, Z est exacte sur Py ssi w; = fil L;(t)dt, j =1,2,3.
On a
t(t — ) t(t — )
L t = pr—
(1) —a(—a — ) 202
(t+a)(t —a) (t+a)(t —a)
Lo(t) = = —
2(t) a0 —a) a? ’
t+ o)t t(t+ «
Ly = ()t _Hero)
(a+ a)a 2
D'ou

1 3 211
1 t t 1
w1 = / Ll(t)dt = |: — a:| = 73
1

1 202 | 3 2 a?’
1 3 1
1 [t -2
= Lo(t)dt = —— | = — %] =-—F%=+2.
W /_1 2(t) = [3 a ]1 3a2+

Pour raison de symétrie w3 = ws.

2. Ona
1

1

To(ps) = wi(—a)® + w104 wza® =0 = /

D'ou I'exactitude sur P3.



3. La formule Zg(-) est exacte sur Py ssi Zg(ps) = fi1p4(t)dt, c-ad

2 3
wi(—a)* + w0 + wyat = E &S a= \/;

Finalement, on vérifie facilement que :

Io(ps) = /1P5(t)dt =0.

D'ou I'exactitude sur Ps.

Solution 3. On pose f(t) =7, a=1letb=2ona

In(2) = /1 2%: / " Foyt

1. a. Avec la formule de trapéze simple, on a

*dt _(b—a) 11 3
/1 - (f(a)+f(b))—2(2+1> =7=07.

t 2

Soit une erreur de 0.0569.

b. La valeur numérique obtenue a la question précédente est supérieure a In(2), car la fonction
fx) = % est convexe. On peut se convaincre a I'aide d'un dessin que le trapéze est au-dessus
de la courbe y = f(z). D'ou, I'aire du trapéze sera supérieure a |'aire de la courbe.

c. Avec la formule de simpson, on a

/1 ?2 (b;a) (f(“)+4f(a;b)+f(b)) = % = 0.6944.

Soit une erreur de 0.0013.
D’ou, la formule de simpson est plus précise que celle du trpéeze.

2. Soit xp, =1+ % k=0,1,...,n, la méthode de trapeze composée est :

In2~ A(n) = i w (f(zr) + f(zrr1))
k=0

W EfR) 1S 1
o 2n Jrﬁ;lJr%

3. L'erreur associée a la formule de trapeze composite est donnée par

/””’““ ()]

7@ — l'k)(t — $k+1)dt

1

3
|

<

b
/fmw—mm

!
kzzo . 21

M = (xk—H - Ik)3
< = AR ORI
P S

k=0
M
— (2)

< o8 2vec M —mrg[zfé} | ()]



4. Pour que I'approximation In(2) soit en 10~?, il suffit que
M
—— < 107",
12n2 —
On a 2
() = savecl<z<2 = M<2

D'ou 547 < 107° = n > 130.

Solution 4.
Iq(f) = aof(wo) + aof(—z0) + a1 f(1) + a1 f(—1).
1. Cette formule est exacte sur P5, cela est équivalent a :

ap +ap + a1 +ap =2,
apxry — apxg +a; —ay =0,
aoxg+a0xg+al+al—2 G tar =1,
oroTTeTT AT T 4 ao:v8+a1 3,
apry — apry + a1 — ay = 0, 1
i 1 9 aoajo +a =z
apxy + apxg +ap +ap = 5
aopzy — apry +a; —a; = 0.
011:1_0/07 alzl_a'07 a0:%7
& ap —apry =3, & a(l-23)=3% & ar = g,
ao—aoxézg. 1—&—96%:%. mozi%.
2. Si on applique cette formule a la fonction f(z) = sz, on obtient
1
1 T 1 1 14
——dt = - ~ — -1 5 S5f(— () =—.
| rrmt=5 =g (10450 45800 + 1)) =
D'ou
28 3.1111
T~ — =3. .
9
Solution 5.
1. Le polynéme interpolation d'Hermite p s'écrit comme suit :
p(x) = a4 B +ya® + 62,
tel que
p(—l):f(—1)7 a_6+7_6:f(_1)7
p(1) = f(1), - at+B+y+0=f(1),
p/(fl) :fl(fl)v 5*27“%35:]”(71)7
p(1) = f'(1). B+2y+35= f(1).
On obtient,

2f(=1) +2f(1) + £ (=1) = f' (1],
[=3f(=1) +3f(1) = f'(=1) = f'()],
=/ =D+ M)},

f=D) = O+ (=D + )]

S 2 ™ Q2
Il
[ LN T N TSI



2. En intégrant le polynéme ainsi trouvé on en déduit

1 1 1
Llf(x)dx:/_lp(x)dx: l:a$+§x2+3x +ix]1

2
(0% 3’)/

= S 2F(-1) 4 20() + F(-1) = )]+ 5 [ (1) + £ (1)
= FCD 470 + 5 (F-1) - F).

Remarque 1. la formule est au moins exacte de degré 3 par construction. Elle n’est pas

ezacte de degré supérieure a 3 car pour f(x) = x*, on a

6
/f dx—[ L:w
70

SN+ 10+ (P - W) =11 g (a4) = .

3. Connaissant la formule sur [—1, 1], on en déduit la formule sur un intervalle [a, b] quelconque
par le changement de variable y = b_T“x + “T“’ qui donne

[rwa="50 5 (e
=230 @+ 0+ 2 (1@ - )
b—a (b—a)?

(Fl@)+1®) + Z5— (£ @ = £'®)).

Solution 6. On pose

Zo(f) = a1 f(0) + aa f(1) + b1 f'(0) + ba f'(1),
Jo(f) =alf(a) + f®)]+B[f (a) = (D).

1. Z est exacte sur Ps ssi Zg(p;) fo pi(x)dx, 1 =0,1,2,3, c-a-d

a1+a2:1, a1+a2:1, al—%,
az + by +ba = 3, az + by +bo = 3, az =3,
as + 2by = %, < a2+2b2:%, < bl*%a
ag + 3by = 7. by = — 5. by = —
D'ou
1

To(P) = L 1FO) + FO] + S 170) - £
La formule Z) est exacte sur Py ssi Zg(p4) fo pa(z)dz. Or,
Io(f) = *[0+1]+*[0—4]

*7&/]94

Alors, le degré de précision de I est 3.

UY\F—‘



2. Onpose z =a+ (b—a)t, t€[0,1]. On a

b 1
/f(z)da::(bfa)/o fla+ (b—a)t)dt

_ (b—a)/o g(t)dt,  avec g(t) = fla+ (b— a)).

=0~ 0) {5 b0) + 9] + 15 /0 - W]
—a —a)?
= O+ o)+ L ) - ).
3. Ona "
ft) =np(t) + ! 2510“)752(75—1)2, a; €)0,1].
Alors,
' ' _ 1f(4)(04t) 20, 1\2
/0 f(t)dt—/o p(t)dt—/o o t(t>01) it
= % /01 t2(t —1)%dt, € €]0,1[ (1ére formule de la moyenne)
1 4
= g /()

4. La formule Jg est exacte sur IP; ssi

) & a:b_ia,ﬁelﬁ.

{ Ja(po) = [ po(w)de = b —a,
Jq(p1) = f:m(m)dm = 1’2% 2

Cette formule est exacte sur P ssi Jg(p2) = f: po(x)de = bagas, c-a-d

b —ad

3

_ 3 _
b a[a2+b2]+25[a—b]:b 3a

(b—a)?
2

aa® +b*] + B [2a — 2b] = &

3

=

8=

Finalement, on vérifie facilement que :

b b
JQ(p3)=/ p3(z)dr et que JQ(M)#/ pa(z)dz.

D'ou I'exactitude sur Ps.

5. D’aprés la question précédente,




Soit z; =a+ih, i=0,1,..., neth=2%% Ona

n

b Tit1
flx)dx = f(z)dx
[en=X ),
1=0 2_
= g - [f(x:) + flzip)] + w
i=0 =0
h o, ’
=5 [f(@) + f0)] + 15 [f'(a) = £(b)]



